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Resumen
En este trabajo se intenta presentar un marco teo´rico que permita la descripcio´n de
un sistema unidimensional compuesto por pocas part´ıculas interactuantes mediante un
potencial de esferas r´ıgidas atrapadas en una trampa armo´nica. Se busca mejorar la
descripcio´n del sistema introduciendo un potencial que de´ cuenta del taman˜o de las
part´ıculas. El potencial de esferas r´ıgidas introduce entonces el efecto que el radio de
las part´ıculas tiene sobre el espectro de energ´ıas y las funciones de onda del sistema.
Finalmente, se estudia el efecto de introducir impurezas en un sistema de tres particulas.
Abstract
In this thesis we attempt to present a theoretical framework that allows the description
of a one dimensional system of few particles interacting by a hard spheres potential,
trapped in a one dimensional harmonic trap. We seek to improve the description of the
system by introducing a potential that incorporates the size of the particles. The hard
spheres potential then introduces the effect that the radius of the particles has on the
energy spectrum and the wave functions of the system. Finally, we studied the effect of
introducing impurities in a three particle system.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n
El oscilador armo´nico es indudablemente uno de los sistemas ma´s estudiados en la
meca´nica cua´ntica. El problema de una part´ıcula en un potencial armo´nico es simple de
resolver exactamente [1, 2], y tiene una considerable variedad de aplicaciones. Una gran
cantidad de feno´menos f´ısicos pueden modelarse de manera realista utilizando aproxi-
maciones armo´nicas como por ejemplo, una part´ıcula movie´ndose cerca del mı´nimo de
un potencial [3] o las vibraciones de una red cristalina [4], incluso el estudio de cam-
pos cua´nticos puede analizarse, hasta cierto punto, desde el formalismo de osciladores
armo´nicos [5]. El estudio del oscilador armo´nico resulta entonces de vital importancia, ya
que nos provee de una herramienta desde la cual se pueden comenzar a estudiar sistemas
mucho ma´s complejos [6].
El estudio de sistemas con pocas part´ıculas resulta tambie´n de gran importancia
para muchos problemas de la f´ısica. Entre otros, tiene numerosas aplicaciones en el
marco de la computacio´n cua´ntica: los llamados quantum dots, o puntos cua´nticos, son
estructuras que pueden modelarse como sistemas de pocas part´ıculas [7] con conside-
rables aplicaciones para el desarrollo de tecnolog´ıas basadas en la informacio´n cua´ntica
[8]. Las soluciones de problemas de pocas part´ıculas funcionan, en numerosas ocasiones,
como base para la descripcio´n de sistemas ma´s complejos a bajas temperaturas [9–12].
El intere´s en el estudio de part´ıculas atrapadas en trampas armo´nicas unidimensionales
se vio renovado en los u´ltimos an˜os debido a los avances experimentales que permiten el
confinamiento de una cantidad controlada de part´ıculas en dichas trampas [13].
As´ı, al ampliarse las posibilidades experimentales, estudios teo´ricos que permiten
una descripcio´n anal´ıtica del sistema cobran importancia. Trabajos como el de D’Amico
y Rontani [14] analizan el espectro de energ´ıas de tres a´tomos atrapados en un potencial
armo´nico interactuando mediante un potencial de contacto. Sin embargo, no es estudiado
en dicho trabajo el efecto que tiene el radio de las part´ıculas sobre el espectro, ya que estas
1
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son consideradas puntuales. El objetivo de este trabajo consiste en estudiar los efectos
que el radio de las part´ıculas tiene sobre el espectro y los autoestados del sistema.
El trabajo esta´ estructurado de la siguiente manera, siguiendo una serie de ob-
jetivos particulares: en primer lugar, en la seccio´n 2.1 del Cap´ıtulo 2 se estudiara´ de
forma anal´ıtica un sistema de una part´ıcula en un potencial armo´nico con una funcio´n
δ de Dirac en el origen. En la siguiente seccio´n, 2.2, se busca relacionar este problema,
exactamente soluble, con el de dos part´ıculas interactuando mediante un potencial de
contacto de esferas r´ıgidas en una trampa armo´nica. En la u´ltima seccio´n del cap´ıtulo,
2.3, analizamos los efectos que la indistinguibilidad de las part´ıculas puedan tener sobre
las funciones de onda y las energ´ıas. El objetivo de esta parte del trabajo es el ordenar
y completar la descripcio´n ya existente en la literatura de parte de dichos problemas
[14, 15], y el de comenzar a familiarizarnos con las herramientas necesarias para resolver
sistemas ma´s complejos.
En el Cap´ıtulo 3 analizaremos un sistema de tres esferas r´ıgidas en el mismo po-
tencial armo´nico. Para ello, en primer lugar describimos en la seccio´n 3.1 el me´todo
variacional de Rayleigh-Ritz, ejemplificando el mismo con un sistema de dos esferas
r´ıgidas. En la siguiente seccio´n, 3.2, buscamos una descripcio´n adecuada del Hamilto-
niano del problema en el formalismo de operadores creacio´n y aniquilacio´n, el cual luego
resolveremos aplicando el me´todo variacional de Rayleigh-Ritz.
En el Cap´ıtulo 4 buscamos extender dicha descripcio´n a un gas unidimensional de
N part´ıculas, interactuando mediante el mismo potencial de contacto. En el cap´ıtulo 5
analizaremos efectos de impurezas, en particular en sistemas de tres part´ıculas, con el
objetivo de determinar que´ efectos pueden introducir los radios de dichas part´ıculas en
un sistema como los descriptos. Finalmente, conclusiones y perspectivas del trabajo son
presentadas en el Cap´ıtulo 6.
Cap´ıtulo 2
Dos esferas r´ıgidas en un
potencial armo´nico
En este cap´ıtulo estudiamos un sistema de dos part´ıculas interactuantes mediante
un potencial de esferas r´ıgidas, en una trampa armo´nica unidimensional.
En primer lugar, resolvemos exactamente el espectro y las autofunciones de un
oscilador armo´nico con una funcio´n delta en el origen. Luego, relacionamos la solucio´n
encontrada con el sistema de dos part´ıculas que deseamos estudiar.
La resolucio´n del problema de dos part´ıculas nos permite comenzar a familiarizar-
nos con los elementos matema´ticos que utilizaremos para resolver el problema de tres
part´ıculas, y eventualmente, para estudiar la generalizacio´n a N esferas r´ıgidas. Final-
mente, analizamos los efectos de indistinguibilidad de las part´ıculas en el espectro de
energ´ıas del sistema.
2.1. Oscilador armo´nico en presencia de una delta de Dirac
en el origen
La solucio´n del problema unidimensional de una part´ıcula en un potencial armo´nico
es ampliamente conocida [1, 2]. El Hamiltoniano de un oscilador armo´nico cua´ntico,
tomando variables adimensionales, esta´ dado por
h = −1
2
d2
dx2
+
1
2
x2, (2.1)
3
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en donde el sistema de unidades esta´ definido por ~ = 1, m = 1 y ω = 1, o equiva-
lentemente, mediante el reescaleo de la variable x de la forma x → x√
~
mw
. Este cambio
implica tambie´n un reescaleo en la energ´ıa, de la forma E → E~w . El sistema tiene como
autoestados
Ψn(x) = Cne
−x2/2Hn(x), (2.2)
con n = 0, 1, 2, .... Aqu´ı, Hn(x) son los polinomios de Hermite de orden n y Cn una
constante de normalizacio´n, cuyo valor esta dado por
Cn =
1
2nn!
(
1
pi
) 1
4
. (2.3)
La energ´ıa asociada a cada autoestado es n = n+
1
2 .
Buscamos ahora la solucio´n del problema de los estados ligados de una part´ıcula en
un potencial armo´nico con una funcio´n delta de Dirac en el origen. Este es un problema
tambie´n conocido [15], cuyo Hamiltoniano, en su formulacio´n algebraica, es
h = −1
2
d2
dx2
+
1
2
x2 + gδ(x). (2.4)
La ecuacio´n de Schro¨dinger independiente del tiempo toma entonces la forma
− 1
2
d2Ψ(x)
dx2
+
1
2
x2Ψ(x) + gδ(x)Ψ(x) = Ψ(x). (2.5)
Como el Hamiltoniano (2.4) es invariante frente a inversiones espaciales, las auto-
funciones Ψ(x) del mismo deben tener paridad definida [2].
Al tratar de encontrar cuales son las autofunciones de Hamiltonianos que involucran
potenciales con una funcio´n delta δ(x), usualmente se resuelve la ecuacio´n de Schro¨dinger
a ambos lados de la delta y se construye la funcio´n de onda imponiendo condiciones de
continuidad para dicha funcio´n, siempre recordando que hay una discontinuidad en la
primera derivada de las soluciones pares en el punto donde se encuentra la delta de Dirac.
Para construir Ψ(x) usaremos que ya conocemos las soluciones para x > 0. Dichas
soluciones, junto con las condiciones de paridad, continuidad de la funcio´n de onda
y discontinuidad de su primera derivada1 para las autofunciones pares, nos permiten
construir las soluciones de (2.5) para todo x.
1debido a la presencia de la delta de Dirac en el origen
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El caso donde Ψ(x) es impar es el ma´s sencillo. Si Ψ(x) es impar entonces Ψ(0) = 0.
Las soluciones de la ecuacio´n de Hermite con esta condicio´n de contorno son las solu-
ciones impares del oscilador armo´nico (2.1), compuestas, como ya lo describimos, por el
producto de los polinomios de Hermite de orden impar por la funcio´n e−x2/2 y una cons-
tante de normalizacio´n, esto es, CnHn(x)e
−x2/2 con n = 1, 3, 5, ..., con lo que obtenemos
 = n+ 12 . Vemos que los autoestados impares del Hamiltoniano no se ven afectados por
el cambio que la funcio´n delta introduce en el potencial, ya que
∫
Ψ2k+1(x)δ(x)dx = 0, (2.6)
con lo que para las soluciones que involucran los polinomios de Hermite de orden im-
par, se puede ignorar el cambio en el potencial que genera la delta en la ecuacio´n de
Schro¨dinger (2.5).
Para construir las soluciones pares de (2.5), recordamos que en este caso tenemos
una discontinuidad en la primera derivada de la funcio´n de onda. La magnitud de esta
discontinuidad puede calcularse fa´cilmente integrando la ecuacio´n de Schro¨dinger (2.5)
en una regio´n infinitesimal alrededor de x = 0
l´ım
x→0
(
− 1
2
d2Ψ(x)
dx2
∣∣∣∣
−
+ gΨ(0)
)
= 0, (2.7)
con lo que obtenemos
Ψ′x→0+(x)−Ψ′x→0−(x) = 2gΨ(0). (2.8)
Para resolver (2.5) proponemos el Ansatz usual, Ψ(x) = e−
x2
2 φ(x), y la ecuacio´n
(2.5) se convierte en
φ′′(x)− 2xφ′(x) + (2− 1− 2gδ(x))φ(x) = 0. (2.9)
Para x 6= 0, y al definir 2 − 1 = 2λ, la ecuacio´n (2.9) se convierte en la ecuacio´n
diferencial de Hermite. Las dos soluciones linealmente independientes de dicha ecuacio´n
son las funciones de Hermite Hλ(x) y Gλ(x) [16]. Al analizar la forma asinto´tica de estas
funciones [17]
Hλ(x)→ (2x)λ para x→∞, (2.10)
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y
Gλ(x)→ 1√
pi
Γ(λ+ 1)ex
2
x−λ−1 para x→∞, (2.11)
vemos que Gλ diverge para x→∞ como ex2 , mientras que Hλ diverge como eλln(x). Las
funciones de Hermite Hλ en general tampoco son normalizables en el intervalo (−∞,∞),
excepto en el caso λ = n, donde n es un nu´mero entero. En ese caso, estamos hablando
de los polinomios de Hermite. Sin embargo, Hλ s´ı es normalizable, cuando es pesada por
e−
x2
2 , en el intervalo [x0,∞) [17]. De esta manera, trabajaremos con la solucio´n Hλ(x)
con x ≥ 0, y luego buscaremos extender esta solucio´n de forma par a todo el intervalo
de x reales. Extendemos la funcio´n de la forma:
φ(x) =
Hλ(x) x > 0Hλ(−x) x < 0. (2.12)
Alternativamente, podemos escribir φ(x) = H(|x|). Imponemos la condicio´n de
discontinuidad en la primera derivada
φ′x→0+(x)− φ′x→0−(x) = 2gφ(0). (2.13)
Usando las relaciones
H ′λ(x) = 2λHλ−1(x), (2.14)
y
Hλ(0) =
2λ
√
λ
Γ(1− λ2 )
, (2.15)
obtenemos la siguiente relacio´n fundamental para los autovalores relacionados a las au-
tofunciones pares
λ = g
Γ
(
1− λ2
)
Γ
(
1
2 − λ2
) . (2.16)
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En la figura (2.1) se puede observar un gra´fico de los autovalores λ en funcio´n
del para´metro g, esto es, la solucio´n nume´rica de la ecuacio´n (2.16). Podemos analizar
algunas caracter´ısticas del espectro que encontramos.
Figura 2.1: Solucio´n nume´rica de la ecuacio´n de autovalores de un oscilador armo´nico
unidimensional con una funcio´n delta gδ(x), dependiente del para´metro g.
Notamos que la solucio´n completa de los autovalores del Hamiltoniano se encuentra
resolviendo de forma nume´rica la ecuacio´n (2.16). Esto se debe a que los valores impa-
res de λ corresponden a polos de dicha ecuacio´n, y aparecen entonces como soluciones
nume´ricas de la igualdad.
Como esperamos, cuando g → 0, obtenemos λ = 0, 1, 2, 3, . . ., que son los autova-
lores ya conocidos del problema de una part´ıcula en un potencial armo´nico sin la delta
de Dirac.
En el caso g → ∞, vemos que los autovalores son ahora λ = 1, 3, 5, . . ., degeneran
asinto´ticamente a las autoenerg´ıas de los autoestados impares del Hamiltoniano de un
oscilador armo´nico. Este caso se corresponde a una barrera de potencial en x = 0. La
condicio´n sobre la funcio´n de onda para barreras de potencial infinitas es ϕ(x) = 0
dentro de la barrera. Esta condicio´n se traduce a ϕ(0) = 0. De las funciones de Hermite
Hλ, las u´nicas que cumplen esa condicio´n son los polinomios de Hermite de orden impar.
Las soluciones impares corresponden a dichos polinomios. Las soluciones pares se ven
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construidas extendiendo la funcio´n Hλ(|x|) con λ = 1, 3, 5, . . ., y en este caso, estas
funciones tienden asinto´ticamente a cumplir la condicio´n ϕ(x) = 0, por lo que tenemos,
para cada λ = 1, 3, 5, . . ., dos autofunciones que son solucio´n de la ecuacio´n. As´ı, para el
l´ımite g →∞ los autovalores estan degenerados.
El caso g → −∞ corresponde a un pozo de potencial en x = 0. En este caso,
recuperamos los autovalores λ = 1, 3, 5, . . ., correspondientes a aquellos autoestados
nulos en el origen, esto es, aquellos autoestados no afectados por la presencia de la delta
de Dirac. Sin embargo, algo curioso ocurre con el estado fundamental. Recordamos
que las soluciones de los estados ligados de una part´ıcula en un potencial descripto
u´nicamente por una delta de Dirac atractiva V (x) = −βδ(x) tienen una sola posible
energ´ıa [2]
Eβ = −mβ
2
2~2
. (2.17)
Si β → ∞, entonces Eβ → −∞. Esto explica el comportamiento del estado ligado
fundamental de este sistema. Su energ´ıa es tan baja que no se ve afectada por el potencial
armo´nico, y se comporta como un estado ligado en una delta de Dirac. De esta forma,
la funcio´n de onda representa una densidad que colapsa en el espacio a x = 0.
2.2. Problema de dos esferas r´ıgidas distinguibles
Estudiaremos ahora el problema de dos part´ıculas de taman˜o finito atrapadas en un
potencial armo´nico unidimensional, distinguibles e interactuantes mediante un potencial
de esferas r´ıgidas. El Hamiltoniano toma la forma
H = h1 + h2 + w(x1, x2), (2.18)
donde los sub´ındices numeran part´ıculas, hi son los Hamiltonianos de una part´ıcula en
un potencial armo´nico cano´nico (2.1) y w(x1, x2) el potencial de interaccio´n. Al ser las
part´ıculas distinguibles, tomamos sin pe´rdida de generalidad x1 < x2. Las part´ıculas
interactu´an mediante un potencial de esferas r´ıgidas
w(x1, x2) =
∞ si x2 − x1 ≤ b˜0 si x2 − x1 ≥ b˜ , (2.19)
donde b˜ = r1 + r2, con ri siendo el radio de la part´ıcula i.
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Como la dependencia del potencial de interaccio´n es de la forma w(|x2 − x1|), el
cambio de variables a una coordenada de centro de masa y una coordenada relativa
u =
1√
2
(x1 + x2),
v =
1√
2
(x2 − x1),
(2.20)
nos permite desacoplar el Hamiltoniano (2.18) en H = hu + hv.
huϕ(u) = uϕ(u),
hvψ(v) = vψ(v).
(2.21)
El factor 1√
2
aparece en las coordenadas para que la transformacio´n sea unitaria.
De ahora en adelante, tambie´n tomamos b = b˜√
2
La solucio´n al problema de autovalores
HΨ(x1, x2) = EΨ(x1, x2), (2.22)
sera´ entonces
Ψ(x1, x2) = ϕ(u)ψ(v),
E = u + v.
(2.23)
La coordenada u de centro de masa da lugar a un Hamiltoniano equivalente a una
part´ıcula en un oscilador armo´nico
hu = −1
2
d2
du2
+
1
2
u2, (2.24)
cuya solucio´n ya conocemos
ϕn(u) = Cne
−u2
2 Hn(u), (2.25)
u = n+
1
2
. (2.26)
El potencial de interaccio´n queda entonces incluido exclusivamente en el Hamilto-
niano dependiente de la variable v de la siguiente manera
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hv = −1
2
d2
dv2
+
1
2
v2 + w(v), (2.27)
donde
w(v) =
∞ si v ≤ b0 si v > b. (2.28)
Para resolverlo, notamos que podemos reemplazar el potencial de interaccio´n en el
Hamiltoniano (2.27) con una condicio´n de contorno sobre los autoestados. Debido a la
forma del potencial de interaccio´n, cualquier solucio´n de la ecuacio´n
hvψ(v) = vψ(v), (2.29)
debe satisfacer que si v ≤ b, entonces ψ(v) = 0. Tambie´n notamos que cuando v > b,
entonces el Hamiltoniano (2.27) es simplemente el Hamiltoniano de un oscilador armo´ni-
co. As´ı, podemos reescribir el potencial w(v) como una condicio´n de contorno para la
funcio´n de onda
ψ(b) = 0, (2.30)
donde la funcio´n ψ(v), para v > b, corresponde a una solucio´n de la ecuacio´n
d2
dv2
ψ(v) + v2ψ(v) = vψ(v). (2.31)
Las soluciones de (2.31) que no divergen cuando v →∞ son
ψ(v) = CλHλ(v)e
− v2
2 , (2.32)
donde λ = v− 12 y Cλ esta definido de forma que la funcio´n de onda cumpla la condicio´n
de normalizacio´n
∫ ∞
b
|ψλ(v)|2dv = 1. (2.33)
Es debido a la condicio´n de normalizacio´n de la funcio´n de onda que debimos
descartar las soluciones que involucran las funciones de HermiteGλ(v), ya que las mismas
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generan una funcio´n de onda no normalizable, como se puede ver por la forma asinto´tica
(2.11) de Gλ.
El problema se reduce entonces a encontrar aquellos valores de λ para los cuales se
cumple la condicio´n
Hλ(b) = 0. (2.34)
Figura 2.2: Funcio´n Hλ(v)e
− v22 para λ = 6.5.
La figura (2.2) muestra el comportamiento de la funcio´n de Hλ(v)e
− v2
2 , particu-
larizada para λ = 6.5. Los ceros de dicha funcio´n esta´n marcados como bi. Recordamos
que los polinomios de Hermite de orden n tienen n ceros en el rango (−∞,∞), y al tener
paridad definida, esto implica que poseen n2 ceros en el rango (0,∞) si n es par, y n+12
si n es impar. De esta forma, como las funciones de Hermite var´ıan continuamente en
λ, tendra´ la misma cantidad de ceros que el polinomio de Hermite de orden n, tal que
n sea el mayor entero posible que cumpla n ≤ λ. Este comportamiento de los ceros de
funciones de Hermite implica que ningu´n λ < 1 representa una solucio´n para ningu´n
radio b posible de nuestro sistema, ya que dicho conjunto de funciones no tienen nodos.
La figura (2.3) ilustra una de estas funciones.
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Figura 2.3: Funcio´n Hλ(v)e
− v22 e con λ = 0.75.
Cada funcio´n de Hermite Hλ provee entonces k soluciones para nuestro sistema,
donde k es la cantidad de ceros de la funcio´n de Hλ en el intervalo [0,∞),
k =

[λ]
2 si λ 6= 2n+ 1
n+ 1 si λ = 2n+ 1.
(2.35)
Esto es, si la funcio´n tiene un conjunto de
{
bi
}N
1
ceros ordenados de mayor a menor,
entonces la funcio´n ψλ,i es solucio´n de (2.27), con
ψλ,i(v) =
0 si v ≤ biCλ,iHλ(v)e−v22 si v ≥ bi. (2.36)
La funcio´n ψλ,1 corresponde al estado fundamental de (2.27) para el caso de dos
part´ıculas con b1, ψλ,2 corresponde al primer estado excitado para el caso de b2, ψλ,3 al
segundo estado excitado para b3, y as´ı sucesivamente. Esto se ilustra de manera ma´s clara
en las figuras (2.4)-(2.6), donde vemos que si definimos la funcio´n ψλ,i de esta manera,
la misma tiene i − 1 nodos, y por lo tanto corresponde o bien al estado fundamental,
en el caso de i = 1, o bien al estado (i − 1)-e´simo excitado, para dos part´ıculas con bi.
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Estas funciones debera´n ser luego renormalizadas mediante una apropiada eleccio´n de
los Cλ,i, de acuerdo a (2.33). Hemos utilizado el mismo λ que en la figura (2.2), λ = 6.5.
Figura 2.4: Estado fundamental no normalizado del Hamiltoniano
hv de la coordenada relativa del problema de dos part´ıculas para
b = b1 y λ = 6.5.
Figura 2.5: Primer estado excitado no normalizado del Hamilto-
niano hv de la coordenada relativa del problema de dos part´ıculas
para b = b2 y λ = 6.5.
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Figura 2.6: Segundo estado excitado no normalizado del Hamilto-
niano hv de la coordenada relativa del problema de dos part´ıculas
para b = b3 y λ = 6.5.
Buscamos traducir la condicio´n (2.34) a una condicio´n de contorno en el origen.
En general, las condiciones de contorno ma´s utilizadas son la condicio´n de contorno
de Dirichlet, que nos indica cual es el valor de la funcio´n en x = 0, y la condicio´n de
contorno de Neumann, la que nos da el valor de la primera derivada en x = 0 [18]. La
condicio´n de contorno de Robin es una combinacio´n lineal de ambas, y toma la forma
f(v = 0) + α(b)
∂
∂v
f(v = 0) = 0, (2.37)
donde
f = Hλ(v)e
−v2
2 . (2.38)
Haciendo uso de las relaciones (2.14) y (2.15), obtenemos que
α(b) =
1
λ
Γ(1− λ2 )
Γ(12 − λ2 )
. (2.39)
Esta relacio´n es ide´ntica a la ecuacio´n para los autovalores (2.16) del problema de
una part´ıcula en un potencial armo´nico ma´s una funcio´n delta en el origen.
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Notamos que si α → 0, entonces obtenemos λ = 1, 3, 5, ..., con lo que Hλ son
entonces los polinomios de Hermite de orden impar. Si α → ±∞, entonces tenemos
λ = 2, 4, 6, ... y Hλ se convierten en los polinomios de Hermite de orden par.
Para cada α tendremos un conjunto discreto infinito de autovalores λ posibles, que
forman un conjunto completo bajo la condicio´n de contorno (2.37). Esto se ilustra en
las figuras (2.7) a (2.9).
Figura 2.7: Funciones Hλe
− v22 para α = 0,
Figura 2.8: Funciones Hλe
− v22 para α = 0.5,
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Figura 2.9: Funciones Hλe
− v22 para α = ±∞.
2.3. Efectos de indistinguibilidad en el problema de dos
part´ıculas
Hasta este punto del trabajo hemos so´lo considerado un sistema cuyas part´ıculas
son distinguibles. Las autofunciones de dicho sistema, por lo tanto, no tienen ninguna
condicio´n sobre simetr´ıa o paridad que provenga de la naturaleza misma de las part´ıculas.
Cuando se estudian los efectos de indistinguibilidad en un sistema de part´ıculas,
buscamos dentro del conjunto de soluciones de su Hamiltoniano aquellas que cumplan
las condiciones que debemos imponer sobre las autofunciones, dependiendo de si estamos
hablando de bosones o fermiones. Como bien sabemos, las autofunciones correspondien-
tes a un sistema de fermiones deben ser antisime´tricas ante un intercambio de part´ıculas,
mientras que las correspondientes a un sistema boso´nico deben ser sime´tricas ante dicho
intercambio. En te´rminos matema´ticos:
ΦF (x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xN ) = −ΦF (x1, x2, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xN )
ΦB(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xN ) = ΦB(x1, x2, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xN )
∀i, j, (2.40)
en donde F un sistema compuesto por fermiones y B indica un sistema compuesto por
bosones. En este caso, estamos tratando part´ıculas sin spin. En caso de considerar el spin,
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las funciones deben simetrizarse o antisimetrizarse considerando tambie´n la variable del
spin en la funcio´n de onda.
En el caso de dos part´ıculas en una trampa armo´nica unidimensional, es fa´cil ver que
cuando las mismas interactu´an con un potencial de esferas r´ıgidas, su funcio´n de onda
tiene efectivamente una partidad definida, dada por la solucio´n misma del Hamiltoniano.
Recordamos que la solucio´n al Hamiltoniano (2.18) de dos part´ıculas distinguibles, donde
x1 < x2 esta´ dada por
Ψ(u, v) = ϕ(u)ψ(v),
ϕ(u) = Cne
−u2
2 Hn(u),
ψλ(v) =
0 si v ≤ bCλHλ(v)e−v22 si v ≥ b ,
(2.41)
con n = 0, 1, 2, 3, . . . , y donde hab´ıamos definido las variables
u =
1√
2
(x1 + x2) ; v =
1√
2
(x2 − x1), (2.42)
y hab´ıamos impuesto la condicio´n de part´ıculas distinguibles x1 < x2. Ahora, si no
especificamos el orden de las part´ıculas, podemos reescribir ψλ,i(v) como
ψλ,P (v) =
0 si |v| ≤ bCλHλ(|v|)e−|v|22 si |v| ≥ b
ψλ,I(v) =
0 si |v| ≤ bsg(v)CλHλ(|v|)e−|v|22 si |v| ≥ b ,
(2.43)
donde ψλ,P (v) se corresponde a la solucio´n par del Hamiltoniano (2.27), y ψλ,I(v) a la
solucio´n impar. Al ser un Hamiltoniano par respecto a la variable v, sus autofunciones
deben tener paridad definida [2], con lo que ψλ,P (v) y ψλ,I(v) son consistentes con esta
descripcio´n.
Es importante notar que tanto la autofuncio´n par como la impar poseen el mismo
autovalor λ asociado, y por lo tanto, tienen la misma energ´ıa. Existe una correspondencia
uno a uno entre sistemas de bosones y fermiones impenetrables en una dimensio´n [19],
y el espectro de energ´ıa de ambos sistemas es ide´ntico.
Volviendo a la solucio´n del problema de dos part´ıculas (2.41), notamos ahora que
la autofuncio´n completa del problema Ψ(u, v) = ϕ(u)ψ(v) se compone del producto de
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dos funciones con paridad definida, ya que los polinomios de Hermite Hn tienen todos
paridad definida respecto de la variable u.
Volvamos al problema de la indistinguibilidad de las part´ıculas. Las variables u y
v se transforman de la siguiente manera, ante un intercambio de orden de las part´ıculas
x1 ↔ x2 =⇒
u→ uv → −v. (2.44)
La variable de centro de masa u es sime´trica respecto al intercambio de part´ıculas.
De esta forma, un intercambio de part´ıculas implica so´lo un cambio de signo en v.
Sin embargo, hab´ıamos determinado que ψ(v) es una funcio´n con paridad definida. De
esta manera, ψ(v) es ya una funcio´n o bien sime´trica o bien antisime´trica ante dicho
intercambio, y es solucio´n no so´lo del problema distinguible, sino tambie´n de sistemas
boso´nicos y fermio´nicos.
En conclusio´n, en el caso de dos esferas r´ıgidas, la indistinguibilidad de las part´ıculas
no introduce cambios en el espectro energe´tico, ni en las autofunciones. Esto es esperable,
ya que al estar tratando con sistemas unidimensionales, la condicio´n de esferas r´ıgidas
implica impenetrabilidad, y la barrera de potencial infinita, que genera un cero en la
funcio´n de onda, impedira´ la ocurrencia de tunneling cua´ntico.
Sin embargo, este resultado se sostiene so´lo para el caso de esferas r´ıgidas. En el caso
de part´ıculas que permitan cierto grado de penetrabilidad, con interaccio´n denominada
de soft core, la funcio´n de onda no posee el nodo mencionado, y debe simetrizarse
o antisimetrizarse segu´n el sistema estudiado. En ese caso, s´ı ocurren cambios en el
espectro del sistema [14].
Cap´ıtulo 3
Tres esferas r´ıgidas en un
potencial armo´nico
En este cap´ıtulo estudiamos un sistema de tres part´ıculas interactuando mediante
un potencial de esferas r´ıgidas en una trampa armo´nica unidimensional. En primer lu-
gar, describimos el me´todo de Rayleigh-Ritz, una te´cnica variacional que nos permitira´
encontrar el espectro de energ´ıas y de autofunciones, a cualquier grado de aproximacio´n
deseado. Luego, planteamos el problema de tres part´ıculas, proponemos un cambio de
variable que permite convertir el potencial de interaccio´n en una condicio´n de contorno,
y resolvemos el problema haciendo uso del me´todo variacional descripto. Para ello, rees-
cribimos el Hamiltoniano en te´rminos de operadores creacio´n y aniquilacio´n, calculamos
de forma anal´ıtica las integrales necesarias para la aplicacio´n del me´todo variacional, y
computamos el espectro y las autofunciones del problema. Finalmente, analizamos los
efectos de introducir indistinguibilidad en el sistema de part´ıculas.
3.1. Me´todo variacional de Rayleigh-Ritz
El me´todo de Rayleigh-Ritz [20, 21] es un procedimiento variacional mediante el
cual podemos dar cotas superiores para las autoenerg´ıas del Hamiltoniano de un sistema.
Tomemos un conjunto de M funciones linealmente independientes
{
ϕi
}M
i=1
que expanden
un subespacio H˜ del espacio de HilbertH en el cual se describe dicho sistema. Suponemos
as´ı que
H˜ ⊆ H,
dim(H˜) = M,
(3.1)
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y que las funciones base de H˜ esta´n normalizadas, pero que no son necesariamente
ortogonales entre s´ı.
En general, tendremos
|i〉 = ϕi,
〈i|i〉 =
∫
|ϕi(x)|2dx = 1,
〈i|j〉 = Sij 6= δij .
(3.2)
Las integrales 〈i|j〉, es decir, los te´rminos no diagonales de S, se denominan integrales
de overlap. Diagonalizar S es equivalente a ortogonalizar la base, pero muchas veces
resulta conveniente trabajar con bases no ortogonales, ya que las mismas pueden describir
correctamente las simetr´ıas del sistema.
El me´todo de Rayleigh-Ritz consiste en plantear como solucio´n del sistema un
funcional del tipo
ΨP =
M∑
i=1
ciϕi(~x). (3.3)
Los coeficientes ci pueden ser complejos, y deben ser tales que minimicen el valor de
expectacio´n
〈H〉P =
〈ΨP |H |ΨP 〉
〈ΨP |ΨP 〉 , (3.4)
Las ecuaciones resultantes de tomar entonces mı´n{ci}〈H〉P son
∂ 〈H〉P
∂Re(ci)
= 0,
∂ 〈H〉P
∂Im(ci)
= 0.
(3.5)
Dado que
〈H〉P =
〈ΨP |H |ΨP 〉
〈ΨP |ΨP 〉 =
M∑
i,j=1
c∗i cj 〈i|H |j〉
c∗i cjSij
, (3.6)
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podemos reescribir las ecuaciones (3.5) dadas por el principio variacional y obtener que
los valores estacionarios de los coeficientes ci esta´n dados por la solucio´n del problema
cla´sico de autovalores generalizado,
det(H − λS) = 0, (3.7)
donde los autovectores dan las distintas ΨP , y los λ cumplen la siguiente propiedad: sea
λ0 = min
{
λi
}
, entonces si E0 es la energ´ıa del estado fundamental del Hamiltoniano
H del sistema que desea´bamos estudiar, se cumple que λo ≥ E0. De la misma manera,
para el resto del espectro de energ´ıas discretas del Hamiltoniano H se cumple que, si
ordenamos los valores λ de menor a mayor, entonces λi ≥ Ei para i = 1, . . . ,M . Esto es
cierto siempre que tengamos al menos M estados ligados en el espectro del Hamiltoniano.
Cuando el potencial en el Hamiltoniano V (x) → ∞ para |x| → ∞, tenemos infinitos
estados ligados, y podemos utilizar el me´todo de Rayleigh-Ritz.
Las cotas λ de los valores de las energ´ıas forman una sucesio´n mono´tonamente de-
creciente a medida que aumentamos en taman˜o de la base variacional M . Es importante
notar que si bien el me´todo variacional es una aproximacio´n no controlada, esto es, no
podemos determinar cual sera´ la magnitud del error en la aproximacio´n, en el l´ımite
M →∞, es decir, en el caso en el que nuestra base sea completa, la solucio´n encontrada
es exacta. Estudiando la convergencia con respecto a M podemos estudiar as´ı el grado
de aproximacio´n del me´todo al truncar la base.
3.1.1. Me´todo de Rayleigh-Ritz: dos esferas r´ıgidas
Ejemplificaremos el uso del me´todo de Rayleigh-Ritz con el problema de dos esferas
r´ıgidas ya resuelto exactamente. Retomamos el ana´lisis hecho en la seccio´n 2.2. El cambio
de variable
u =
1√
2
(x1 + x2),
v =
1√
2
(x2 − x1),
(3.8)
nos permite desacoplar el centro de masa, y nuestro problema se reduce a resolver el
Hamiltoniano
hv = −1
2
d2
dv2
+
1
2
v2 + w(v), (3.9)
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donde
w(v) =
∞ si v ≤ b0 si v > b, (3.10)
Ahora, para aplicar el me´todo de Rayleigh-Ritz, en primer lugar realizaremos un
nuevo cambio de variables, para poder utilizar una base variacional que cumpla de
manera automa´tica las condiciones de contorno. De esta manera definimos
v˜ = v − b, (3.11)
donde b = b˜√
2
, con b˜ siendo el dia´metro de las part´ıculas. As´ı el Hamiltoniano (3.9) es
ahora
hv˜ = −1
2
d2
dv˜2
+
1
2
(
v˜2 + 2bv˜ + b2
)
, (3.12)
y la condicio´n de contorno sobre la funcio´n de onda es ahora
φ(0) = 0. (3.13)
Los primeros te´rminos de (3.12) corresponden a un oscilador armo´nico cano´nico.
Considerando esto, la condicio´n de frontera dada por (3.13) y que adema´s v˜ ≥ 0, debido
a la condicio´n de distinguibilidad de las part´ıculas, tomamos como base variacional las
soluciones impares del oscilador armo´nico cano´nico, dadas por las funciones adecuada-
mente normalizadas en el intervalo [0,∞)
|n〉 = CnHn(v˜)e− v˜
2
2 . (3.14)
donde hemos usado la notacio´n de Dirac para representar las funciones. Las mismos
son un conjunto de funciones linealmente independientes y normalizables en el intervalo
[0,∞). Nuestra funcio´n variacional es entonces
ΨP =
M−1∑
i=0
c2i+1|2i+ 1〉. (3.15)
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Utilizando esta base variacional, calculamos los elementos de matriz de (3.12) y
diagonalizamos la matriz resultante para obtener las cotas λi de los autovalores mediante
rutinas en Fortran90 [22].
Los resultados obtenidos para el estado fundamental en el caso b = 1 esta´n ilustra-
dos en la tabla (3.1). All´ı podemos observar tambie´n el resultado exacto del autovalor,
calculado con el me´todo presentado en el cap´ıtulo anterior.
M λ0
2 3.04813271
3 3.03923416
4 3.03775930
5 3.03740393
10 3.03720685
15 3.03719785
20 3.03719630
25 3.03719586
30 3.03719570
35 3.03719562
40 3.03719558
Extrapolacio´n 3.03719553
Exacto 3.03719553
Cuadro 3.1: Autovalores del Hamiltoniano hv para dos part´ıculas de acuerdo al me´to-
do de Rayleigh-Ritz, para b=1.
En la tabla (3.1) podemos observar la convergencia del me´todo. Con una base
variacional de M = 40, obtenemos resultados correctos a nueve cifras significativas.
Esto se ve ilustrado tambie´n en la figura (3.1), en donde hemos graficado los valores
obtenidos, y un ajuste que nos permite extrapolar el valor de la energ´ıa para M → ∞.
Para extrapolar dicho valor, tomamos la energ´ıa del estado fundamental como
0 = l´ım
M→∞
λ0,M , (3.16)
y
λ0,M ∼
M→∞
0 +
A
Mγ
, (3.17)
Este ajuste se encuentra tambie´n graficado en la figura (3.1) para γ = 4.53, y el
valor extrapolado para M →∞ se encuentra en la tabla (3.1). Para este γ, el coeficiente
de correlacio´n del ajuste es r = 0, 998. En la figura (3.1), la l´ınea roja punteada indica
la extrapolacio´n realizada.
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Figura 3.1: Convergencia de la energ´ıa del estado fundamental para el caso b = 1,
junto con el valor extrapolado de la energ´ıa.
Podemos ver en la figura (3.1) que aunque la aproximacio´n variacional sea no con-
trolada, podemos encontrar una forma funcional que la ajusta y nos permite extrapolar
los valores exactos. Esto es gracias a que las cotas forman una sucesio´n mono´tona de-
creciente acotada, y por lo tanto, convergente. Es posible entonces estimar el error que
surge de truncar la base completa un M finito. En este ejemplo en particular, la cota
para el estado fundamental converge al autovalor exacto a nueve cifras significativas,
calculado mediante el me´todo del cap´ıtulo anterior.
3.2. Problema de tres esferas r´ıgidas distinguibles
Estudiaremos ahora el problema de tres part´ıculas distinguibles e ide´nticas atrapa-
das en un potencial armo´nico unidimensional, interactuantes mediante un potencial de
esferas r´ıgidas. El Hamiltoniano del sistema toma la forma
H = h1 + h2 + h3 + w(x1, x2, x3), (3.18)
donde, al igual que en (2.18) los sub´ındices numeran part´ıculas, hi son los Hamiltonianos
de una part´ıcula en un potencial armo´nico y w(x1, x2, x3) el potencial de interaccio´n.
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Como las mismas son distinguibles, asumiremos que x1 ≤ x2 ≤ x3. Las part´ıculas
interactu´an mediante el potencial
w(x1, x2, x3) =

∞ si x2 − x1 ≤ b
∞ si x3 − x2 ≤ b
0 en cualquier otro caso,
(3.19)
donde b es el dia´metro de las part´ıculas.
En este caso, el cambio de variables que proponemos para resolver el sistema es
x =
x2 − x1 − b
4
√
3
,
y =
x3 − x2 − b
4
√
3
,
z =
x1 + x2 + x3√
3
,
(3.20)
que nos permite reescribir el Hamiltoniano (3.18) como H = hXY + hZ + b
2. Las au-
tofunciones tomara´n la forma Φ(x, y, z) = φZ(z)φXY (x, y), y las autoenerg´ıas estara´n
dadas por  = Z + XY + b
2. Los Hamiltonianos en te´rminos de las nuevas variables
esta´n dados por
hZ = −1
2
∂2
∂z2
+
1
2
z2, (3.21)
y
hXY =
2√
3
(
hX + hY
)
+
1√
3
(
xy − ∂
2
∂x∂y
)
+4
√
3b
(
x+ y
)
, (3.22)
donde
hX = −1
2
∂2
∂x2
+
1
2
x2,
hY = −1
2
∂2
∂y2
+
1
2
y2,
(3.23)
son los Hamiltonianos cano´nicos de un oscilador armo´nico unidimensional, y donde el
potencial de contacto, al igual que en el caso de dos part´ıculas, se ve transformado en
las condiciones de contorno
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ϕXY (x, 0) = 0 ; ϕXY (0, y) = 0. (3.24)
Como nuevas variables hemos elegido, de esta forma, z que da cuenta del centro de
masa del sistema, y x e y, que dan cuenta de las coordenadas relativas entre las variables.
Podemos notar que este cambio de variable no es, por supuesto, el u´nico cambio de
variable posible para estudiar el sistema. Las coordenadas de Jacobi son muchas veces
utilizadas para resolver sistemas similares [9, 14], pero sin embargo, dicho cambio de
variables introduce condiciones de contorno dadas por el potencial que son complicadas
de tratar utilizando el me´todo variacional. Las coordenadas aqu´ı propuestas convierten
el problema en uno de condiciones de contorno de Dirichlet [18], y podemos tratar esta
condicio´n de frontera con una sencilla eleccio´n de la base de un subespacio de Hilbert
del Hamiltoniano del sistema. Finalmente, las constantes que aparecen reescaleando las
nuevas variables esta´n definidas de forma tal que la transformacio´n sea unitaria, con el
objetivo tambie´n de que al cambiar de variables aparezcan Hamiltonianos cano´nicos del
oscilador armo´nico.
El te´rmino b2, al ser constante, introduce simplemente un cambio del cero en la
energ´ıa del sistema y puede, por lo tanto, ser ignorado durante el resto del ana´lisis.
La coordenada de centro de masa z se desacopla totalmente de las otras dos sin
ninguna condicio´n de contorno ma´s que aquella que exige que la funcio´n de onda sea de
cuadrado integrable.
Al igual que en el caso de dos part´ıculas, el centro de masa se comporta como
si estuviese en presencia de un potencial armo´nico, sin ninguna inhomogeneidad. La
variable z puede tomar cualquier valor en el rango (−∞,∞), con lo que la solucio´n de
(3.21) es la ya conocida del oscilador armo´nico
hZφZ = ZφZ , (3.25)
φZ = φn(z) = Cne
− z2
2 Hn(z), (3.26)
Z = n = n+
1
2
. (3.27)
El termino hXY es el que presenta el mayor reto para su resolucio´n, y es, por
consiguiente, el de mayor intere´s en cuanto a la descripcio´n del sistema. Estudiaremos
este Hamiltoniano haciendo uso del me´todo variacional de Rayleigh-Ritz. Por simplici-
dad, reescribimos (3.22) en terminos de los operadores escalera, u operadores creacio´n y
aniquilacio´n, del oscilador armo´nico cano´nico [2]
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aˆx =
1√
2
(
x+
∂
∂x
)
,
aˆ†x =
1√
2
(
x− ∂
∂x
)
.
(3.28)
Los operadores aˆy y aˆ
†
y se definen de manera ana´loga. Recordemos la forma en la
que estos operadores actu´an sobre los autoestados φn del oscilador armo´nico
aˆφn =
√
nφn−1,
aˆ†φn =
√
n+ 1φn+1.
(3.29)
Definimos el operador nu´mero como
nˆx = aˆ
†
xaˆx. (3.30)
El mismo actu´a sobre los autoestados φn de la forma
nˆxφn(x) = nxφn(x). (3.31)
Utilizando estos operadores, reescribimos (3.22)
hXY =
2√
3
(nˆx + nˆy + 1) +
1√
3
(aˆxaˆy + aˆ
†
xaˆ
†
y) +
4
√
3√
2
b(aˆx + aˆy + aˆx†+ aˆ†y). (3.32)
El conjunto de soluciones impares del oscilador armo´nico es un conjunto completo
de funciones ortogonales en el intervalo [0,∞), que cumplen la condicio´n de contorno
(3.24). Podemos, por lo tanto, tomarlas como la base variacional que utilizaremos para
encontrar las soluciones del sistema descripto por (3.22).
De esta manera, el funcional que utilizaremos para el procedimiento variacional de
Rayleigh-Ritz es
φX,Y =
M∑
i,j=0
cijϕ2i+1(x)ϕ2j+1(y), (3.33)
donde la funcio´n ϕk de la base es la k-e´sima autofuncio´n del oscilador armo´nico cano´nico,
normalizada en el intervalo [0,∞)
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ϕk(x) = |k〉 = 14√4pi
1
2kk!
e−
x2
2 Hk(x). (3.34)
En principio, de acuerdo al me´todo variacional obtendremos los valores exactos de
la energ´ıa si M →∞, pero computacionalmente es necesario truncar la base. La eleccio´n
de M queda mejor justificada en las secciones siguientes. Notamos que si el polinomio
de Hermite, asociado a la funcio´n de una part´ıcula, ma´s alto que tomamos es de orden
k, nuestra base variacional tendra´ taman˜o M = k2.
Podemos reescribir la funcio´n φX,Y como
φX,Y =
N∑
i,j=0
cij |2i+ 1, 2j + 1〉 , (3.35)
donde |2i+ 1, 2j + 1〉 = |2i+ 1〉 ⊗ |2j + 1〉
Para realizar el ca´lculo variacional necesitaremos calcular los elementos de matriz
〈2i+ 1, 2j + 1|hXY |2m+ 1, 2n+ 1〉 y la matriz de overlap S. Debido a nuestra eleccio´n
de base, la matriz de overlap resulta S = δ2i+1,2m+1δ2j+1,2n+1, o equivalentemente S =
δi,mδj,n, debido a que en el intervalo (0,∞) las funciones tomadas como base variacional
son ortogonales.
Para el ca´lculo de los elementos de matriz del Hamiltoniano hXY utilizaremos
por simplicidad el Hamiltoniano reescrito en te´rminos de los operadores de creacio´n y
aniquilacio´n. As´ı, el ca´lculo se reduce a el ca´lculo de integrales del tipo
〈i, j|n,m〉 =
∫ ∞
0
∫ ∞
0
ϕ∗i (x)ϕ
∗
j (y)ϕn(x)ϕm(y)dxdy. (3.36)
donde i, j, n y m son nu´meros naturales.
Basta simplemente calcular la integral para una de las variables, debido a que como
las autofunciones corresponden a distintos espacios de Hilbert, la integral es separable.
As´ı, calculamos anal´ıticamente el valor de
〈i|n〉 =
∫ ∞
0
1√
4pi
1
2i+ni!n!
e−x
2
Hi(x)Hn(x)dx, (3.37)
donde obtenemos que la solucio´n de la integral es
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〈i|n〉 =

δi,n si i y n son ambos pares o ambos impares
1√
4pi2i+ni!n!
Ii,n si i es impar y n par.
(3.38)
donde
Ii,n =

2ii!!(n− 1)!!
(n− i− 1)!!Hn−i−1(0) si n > i
2ni!!(n− 1)!!
(i− n)!! Hi−n(0) si n < i.
(3.39)
En el caso de n impar e i par, hacemos uso de 〈i|n〉 = 〈n|i〉∗, y usamos el resultado
(3.38). Utilizando este resultado, calculamos los elementos de matriz del Hamiltoniano
y diagonalizamos la matriz resultante para encontrar las cotas de las energ´ıas. La deri-
vacio´n del resultado (3.38) se encuentra detallada en el Ape´ndice A.
3.2.1. Autovalores del sistema
Aplicando el me´todo de Rayleigh-Ritz junto con el resultado (3.38), encontramos
entonces los autovalores correspondientes al Hamiltoniano hXY . Vale la pena notar que
la energ´ıa del sistema estara´ dada por dicho autovalor, ma´s la energ´ıa del centro de masa
y la constante b2
 = n+ 1/2 + b2 + XY . (3.40)
Utilizando una base variacional compuesta por 30 polinomios de Hermite de una
part´ıcula, cuyo taman˜o queda justificado en la seccio´n siguiente, obtenemos los autova-
lores del estado fundamental y de los estados excitados, dependientes del dia´metro b.
Los mismos se encuentran graficados en la figura (3.2)
Varias cosas son notables de este espectro. En primer lugar, cuando b → 0, las
energ´ıas tienden a los valores XY = 4, 6, 7, 8, . . . . Estos valores fueron calculados anal´ıti-
camente por D’Amico y Rontani [14], para el caso b = 0, utilizando un sistema de coor-
denadas relativas de Jacobi. El valor energe´tico  = 5 se accede mediante excitaciones
del centro de masa.
Otro aspecto de este espectro a notar son las degeneraciones que aparecen a partir
del sexto autovalor para b = 0. Dichas degeneraciones se rompen cuando b > 0, y cons-
tituyen un resultado interesante, ya que dan cuenta de aquellos efectos, potencialmente
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Figura 3.2: Autovalores del Hamiltoniano hXY , dependientes del dia´metro b, para
una base variacional de taman˜o M = 302
medibles experimentalmente, que tiene introducir el taman˜o en la descripcio´n de las
part´ıculas. Las degeneraciones son consecuencia de la simetr´ıa de espejo que presenta
el sistema para b = 0, la cual se rompe cuando variamos el radio de las part´ıculas. El
trabajo mencionado de D’Amico y Rontani [14] ha sido realizado estrictamente a b = 0
e interacciones de tipo soft core. En el l´ımite de repulsio´n fuerte, equivalente a un poten-
cial de esferas r´ıgidas, el sistema descripto por estos autores presenta las degeneraciones
que nuestro sistema presenta para b→ 0.
3.2.2. Convergencia del me´todo variacional
La eleccio´n del taman˜o de la base no fue realizada de manera arbitraria. Recordamos
que utilizando el me´todo variacional de Rayleigh-Ritz encontramos los autovalores de
forma exacta si tomamos una base completa de un espacio de Hilbert del sistema, en
este caso, todos los polinomios de Hermite de orden impar. Sin embargo, no es posible
realizar ca´lculos nume´ricos con bases infinitas: debemos truncar la base, y para ello,
debemos realizar una eleccio´n en cuanto al taman˜o de la misma.
En las figuras (3.3) - (3.5) se puede observar la convergencia de los primeros cinco
autovalores del sistema hXY en funcio´n de
1
K , donde M = K × K denota el taman˜o
tomado de la base variacional, y 2K − 1 indica el polinomio de Hermite de mayor orden
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en dicha base. Nume´ricamente, la convergencia es ra´pida, y la eleccio´n de una base
de 30 polinomios de Hermite nos permite asegurar un error relativo en el valor de las
autoenerg´ıas menor al 0.005 %. Cuanto ma´s exacto deseemos que sea el ca´lculo, mayor
debe ser la base. En las figuras tambie´n se encuentra realizado el mismo ajuste (3.17)
que hicimos en el ejemplo de dos part´ıculas. Hemos tomado γ = 2, y los coeficientes de
correlacio´n de los ajustes cumplen r ≥ 0.98. El estado fundamental, y el ajuste realizado
para extrapolar el valor del estado fundamental, se ve ampliado en la esquina izquierda
superior de todas las figuras.
Figura 3.3: Convergencia de los autovalores del Hamiltoniano HXY del problema de
tres part´ıculas para el caso b = 0. Ampliacio´n de la convergencia de la cota de la energ´ıa
del estado fundamental,
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Figura 3.4: Convergencia de los autovalores del Hamiltoniano HXY del problema de
tres part´ıculas para el caso b = 1. Ampliacio´n de la convergencia de la cota de la energ´ıa
del estado fundamental,
Figura 3.5: Convergencia de los autovalores del Hamiltoniano HXY del problema de
tres part´ıculas para el caso b = 4. Ampliacio´n de la convergencia de la cota de la energ´ıa
del estado fundamental.
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Podemos notar que cuanto mayor es el dia´metro de las part´ıculas, la convergencia
es ma´s lenta respecto al taman˜o de la base, y el costo computacional es entonces mayor.
3.2.3. Densidad de probabilidad del sistema
En las figuras (3.6) y (3.7) podemos ver la densidad de probabilidad del estado
fundamental del sistema, dependiente del para´metro b, el cual nos indica el dia´metro
de las part´ıculas del sistema. La variable x indica ahora la variable espacial de la tram-
pa armo´nica unidimensional en la cual se encuentran las part´ıculas. La densidad de
probabilidad de cada una de las part´ıculas queda definida de la forma [2]
ρ1(x) =
∫ ∞
x+b
(∫ ∞
x2+b
|Φ(x, x2, x3)|2dx3
)
dx2
ρ2(x) =
∫ x−b
−∞
(∫ ∞
x+b
|Φ(x1, x, x3)|2dx3
)
dx1
ρ3(x) =
∫ x−b
−∞
(∫ x2−b
−∞
|Φ(x1, x2, x)|2dx1
)
dx2.
(3.41)
Para encontrar las distribuciones de probabilidad que graficamos en (3.6) y (3.7)
debimos integrar nume´ricamente las autofunciones obtenidas mediante el me´todo de
Rayleigh-Ritz utilizando el me´todo de cuadraturas de Gauss-Hermite [23].
Cap´ıtulo 3 Tres esferas r´ıgidas en un potencial armo´nico 34
Figura 3.6: Densidad de probabilidad de sistemas con tres part´ıculas y dia´metros
b ≥ 1 en funcio´n de la variable espacial x, para una base variacional de M = 302
Figura 3.7: Densidad de probabilidad de sistemas con tres part´ıculas y dia´metros
b ≤ 1 en funcio´n de la variable espacial x, para una base variacional de M = 302
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Vemos que cuando b → ∞, la distribucio´n de probabilidad tiende a colapsar y
centrarse en los valores esperados cla´sicamente, esto es, el valor de expectacio´n de cada
una de las posiciones de las part´ıculas, se acerca al valor del dia´metro de las part´ıculas
cuanto ma´s crece el mismo.
Figura 3.8: Comparacio´n de los ca´lculos cla´sico (l´ınea negra) y cua´ntico (l´ınea roja)
del valor de expectacio´n de x = x3, esto es, la posicio´n de la part´ıcula de un extremo.
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3.3. Efectos de indistinguibilidad en el problema de tres
part´ıculas
Al igual que en el caso de dos part´ıculas, al tener interaccio´n de esferas r´ıgidas entre
las part´ıculas, el espectro de energ´ıas no cambia cuando introducimos indistinguibilidad.
Nuevamente, este resultado so´lo es va´lido para interacciones de tipo esferas r´ıgidas y no
de soft core, en donde el ca´lculo deber´ıa ser modificado [14].
Cap´ıtulo 4
N esferas r´ıgidas en un potencial
armo´nico
En este cap´ıtulo buscamos generalizar la descripcio´n del problema de pocas part´ıcu-
las atrapadas en un potencial armo´nico unidimensional a un gas de N part´ıculas ide´nti-
cas. Analizamos adema´s la convergencia del me´todo de Rayleigh-Ritz para sistemas con
N ≥ 3.
4.1. Generalizacio´n del Hamiltoniano del sistema
Estudiaremos ahora el Hamiltoniano de N part´ıculas interactuando en el mismo
potencial de contacto con el que trabajamos hasta ahora. El Hamiltoniano es entonces
H =
N∑
i=0
hi +
N−1∑
i=1
w(|xi − xi+1|),
HΨ(x1, . . . , xN ) = EΨ(x1, . . . , xN ).
(4.1)
Nuevamente, hi son los Hamiltonianos de una part´ıcula en un potencial armo´nico,
b es el dia´metro de las part´ıculas y el potencial de interaccio´n w toma la forma
w(|xi+1 − xi|) =
∞ si xi+1 − xi ≤ b0 en cualquier otro caso. (4.2)
Como las part´ıculas son distinguibles, tomamos x1 < x2 < . . . < xN , y el potencial
de contacto entonces cumple
37
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N−1∑
i=1
w(|xi − xi+1|) =
N−1∑
i=1
w(xi+1 − xi). (4.3)
Al igual que en los casos de dos y tres part´ıculas, buscamos reescribir este Hamil-
toniano de forma tal que el potencial de interaccio´n se transforme en una condicio´n de
contorno, lo cual simplifica la solucio´n del problema mediante me´todos variacionales.
Para ello, el cambio de variable propuesto es:
y1 =
N∑
i=1
xi,
yj = xj − xj−1 − b para j ≥ 2.
(4.4)
Podemos expresar este cambio de variable en forma matricial
~y = A~x−~b, (4.5)
donde
~x =

x1
x2
...
xN
 , ~y =

y1
y2
...
yN
 , ~b =

0
b
...
b
 . (4.6)
son las posiciones de las N part´ıculas, ~y son las nuevas coordenadas, donde y1 es la
coordenada relacionada con el centro de masa, au´n no normalizada, y ~b es el vector que
da cuenta del radio de las part´ıculas. en este caso, hemos tomado todas las part´ıculas
del mismo taman˜o, pero podemos repetir el ca´lculo para cuando las part´ıculas tienen
distintos radios. A es la matriz N ×N de cambio de base
A =

1 1 1 1 . . . 1
−1 1 0 0 . . . 0
0 −1 1 0 . . . 0
0 0 −1 1 . . . 0
...
...
...
...
. . .
...
0 0 0 0 . . . 1

. (4.7)
Simplificamos el cambio de variables haciendo en primer lugar el reemplazo
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~y′ = ~y +~b. (4.8)
Para transformar el Hamiltoniano (4.1) podemos reescribirlo de forma vectorial, en
te´rminos de ~x y del operador gradiente ∇~x =
(
∂
∂x1
, ∂∂x2 , . . . ,
∂
∂xN
)
,
H = −1
2
∇~x · ∇~x + 1
2
~x · ~x+
N−1∑
i=1
w(xi+1 − xi), (4.9)
y usar las transformaciones
~x = A−1~y′,
∇~x = A>∇~y′ ,
(4.10)
donde las matrices A−1 y A> toman la forma expl´ıcita
A−1 =
1
N

1 −(N − 1) −(N − 2) −(N − 3) . . . −1
1 1 −(N − 2) −(N − 3) . . . −1
1 1 2 −(N − 3) . . . −1
1 1 2 3 . . . −1
...
...
...
...
. . .
...
1 1 2 3 . . . N − 1

, (4.11)
A> =

1 −1 0 0 . . . 0
1 1 −1 0 . . . 0
1 0 1 −1 . . . 0
1 0 0 1 . . . 0
...
...
...
...
. . .
...
1 0 0 0 . . . 1

. (4.12)
As´ı, reescribimos
~x · ~x = y
′
1
2
N
+
N∑
j=2
(N − j + 1)(j − 1)
N
y′j
2
+
N∑
k<j<1
2(N − k + 1)(j − 1)
N
y′ky
′
j
∇~x · ∇~x = N
( ∂
∂y′1
)2
+
N∑
j=2
2
( ∂
∂y′j
)2 − N−1∑
j=2
2
∂
∂y′j
∂
∂y′j+1
.
(4.13)
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Con lo que el Hamiltoniano es
H =− 1
2
∇~x · ∇~x + 1
2
~x · ~x
=
1
2
[
y′12
N
−N
( ∂
∂y′1
)2]
+
N∑
j=2
[
(N − j + 1)(j − 1)
2N
y′j
2 −
( ∂
∂yj
)2]
+
N∑
k>j>1
(N − k + 1)(j − 1)
N
y′jy
′
k +
N−1∑
j=2
∂
∂y′j
∂
∂y′j+1
.
(4.14)
Ahora, recordando el reemplazo (4.8), volvemos a considerar el radio tomando
~y = ~y′ −~b. (4.15)
Utilizando este sistema coordenado, el Hamiltoniano resultante es
H =
1
2
[
y21
N
−N
( ∂
∂y1
)2]
+
N∑
j=2
[
(N − j + 1)(j − 1)
2N
(
y2j + 2yjb+ b
2
)
−
( ∂
∂yj
)2]
+
N∑
k>j>1
(N − k + 1)(j − 1)
N
(
yjyk + yjb+ ykb+ b
2
)
+
N−1∑
j=2
∂
∂yj
∂
∂yj+1
, (4.16)
con la condicio´n de contorno
Ψ(x1, . . . , xN ) = Φ(y1, . . . , yN ),
Φ(y1, . . . , yj = 0, . . . , yN ) = 0 para todo j.
(4.17)
Ahora, realizamos una u´ltima transformacio´n para llevar la expresio´n del Hamil-
toniano anterior a una expresio´n dependiente de los Hamiltonianos hi cano´nicos del
oscilador armo´nico. Para todo j 6= 1
yj =
((N − j + 1)(j − 1)
2N
) 1
4
zj , (4.18)
y para el caso de centro de masa, j = 1,
y1 =
1√
N
z1. (4.19)
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Con este reescaleo de las coordenadas, el Hamiltoniano resultante es
H = −1
2
∂2
∂z21
+
1
2
z21 +
N∑
j=2
[
2(N − j + 1)(j − 1)
N
] 1
2
[
− 1
2
( ∂
∂zj
)2
+
1
2
z2j
]
+
N∑
k>j>1
[
4(N − k + 1)3(j − 1)3
N2(k − 1)(N − j + 1)
] 1
4
zjzk − bN
N∑
j=2
[
(N − j + 1)(j − 1)
2N
] 3
4
zj
+
N−1∑
j=2
[
(N − j + 1)(N − j)(j − 1)j
4N2
] 1
4 ∂
∂zj
∂
∂zj+1
+
N(1−N2)
24
b2.
(4.20)
Considerar los efectos del radio introduce te´rminos lineales en el Hamiltoniano, que
cambian la posicio´n y la fase de la funcio´n de onda [24].
Finalmente, resulta conveniente expresar el Hamiltoniano en te´rmino de los ope-
radores aniquilacio´n y creacio´n, para as´ı poder aplicar el me´todo variacional sobre el
sistema de N part´ıculas al igual que en el caso de tres part´ıculas
H =nˆ1 +
1
2
+
N∑
j=2
[
2(N − j + 1)(j − 1)
N
] 1
2
[
]nˆj +
1
2
)
+
N∑
k>j>1
(
4(N − k + 1)3(j − 1)3
N2(k − 1)(N − j + 1)
] 1
4 1
2
(
aˆj aˆk + aˆ
†
j aˆk + aˆj aˆ
†
k + aˆ
†
j aˆ
†
k
)
+ bN
N∑
j=2
[
(N − j + 1)(j − 1)
2N
] 3
4 1√
2
(
aˆj + aˆ
†
j
)
+
N−1∑
j=2
[
(N − j + 1)(N − j)(j − 1)j
4N
] 1
4 1
2
(
aˆj aˆj+1 − aˆ†j aˆj+1 − aˆj aˆ†j+1 + aˆ†j aˆ†j+1
)
+
N(1−N2)
24
b2.
(4.21)
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4.1.1. Sistema de 4 part´ıculas
Particularizamos los resultados obtenidos para el caso N=4
4.1.1.1. Autovalores y convergencia
Si separamos del Hamiltoniano (4.21) el centro de masa, cuya energ´ıa y autovalores
corresponden a un oscilador armo´nico cano´nico, y el te´rmino constante por un lado, y
utilizamos el me´todo de Rayleigh-Ritz para encontrar los autovalores  de los te´rminos
restantes, la energ´ıa total del sistema estara´ dada por:
E = n+
1
2
+
15b2
6
+ . (4.22)
Utilizando una base variacional de 22 polinomios de Hermite, obtenemos los au-
tovalores del estado fundamental, dependientes del para´metro b, lo que da una base
variacional de 223 = 10648 funciones. Los autovalores se encuentran graficados en la
figura (4.1)
Figura 4.1: Primeros 5 autovalores  del Hamiltoniano de coordenadas relativas de
cuatro part´ıculas, dependientes del dia´metro b, con una base variacional de 22 polino-
mios de Hermite de una part´ıcula, esto es, M = 223
Cap´ıtulo 4 N esferas r´ıgidas en un potencial armo´nico 43
La convergencia del me´todo para encontrar la energ´ıa del estado fundamental se
ve graficada en la figura (4.2), para el caso de b = 0. Puede observarse que el taman˜o
de la base variacional tomada no fue suficiente para que las cotas de los autovalores
entren en un re´gimen asinto´tico, con lo cual no podemos realizar extrapolaciones de las
autoenerg´ıas del sistema. Para esto, necesitar´ıamos de mayor poder computacional.
Esperamos ver degeneraciones de las energ´ıas a partir de un autovalor ma´s alto que
para el caso de tres part´ıculas: para este caso encontra´bamos degeneraciones desde el
sexto autovalor, pero como aqu´ı nos encontramos con una part´ıcula ma´s, las degenera-
ciones aparecer´ıan en autovalores ma´s altos. Sin embargo, debido a que el me´todo de
Rayleigh Ritz no tiene una buena convergencia para el problema de N ≥ 4 part´ıculas,
y genera cotas cada vez menos exactas de la energ´ıa cuanto ma´s alto es el autovalor, no
hemos podido ver en este caso las degeneraciones esperadas.
Figura 4.2: Convergencia de las cotas de la energ´ıa para el estado fundamental del
Hamiltoniano de las coordenadas relativas de cuatro part´ıculas, para el caso b = 0.
4.1.1.2. Densidad de probabilidad del sistema
En las figuras (4.3) y (4.4) podemos ver el estado fundamental del sistema, depen-
diente del para´metro b, que nos indica el dia´metro de las part´ıculas del sistema, para
una base variacional de 22 polinomios de Hermite.
Definimos las densidades de probabilidad ρi(x) de la misma forma que en (3.41)
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ρ1(x) =
∫ ∞
x+b
(∫ ∞
x2+b
(∫ ∞
x3+b
|Φ(x, x2, x3, x4)|2dx4
)
dx3
)
dx2
ρ2(x) =
∫ x−b
−∞
(∫ ∞
x+b
(∫ ∞
x3+b
|Φ(x1, x, x3, x4)|2dx4
)
dx3
)
dx1
ρ3(x) =
∫ ∞
x+b
(∫ x−b
−∞
(∫ x2−b
−∞
|Φ(x1, x2, x, x4)|2dx1
)
dx2
)
dx4
ρ4(x) =
∫ x−b
−∞
(∫ x3−b
−∞
(∫ x2−b
−∞
|Φ(x1, x2, x3, x)|2dx1
)
dx2
)
dx3
(4.23)
Figura 4.3: Densidad de probabilidad de sistemas con cuatro part´ıculas y dia´metros
b ≥ 1 en funcio´n de la variable espacial x, para una base variacional de K = 22
polinomios de una part´ıcula, esto es M = 223
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Figura 4.4: Densidad de probabilidad de sistemas con cuatro part´ıculas y dia´metros
b ≤ 1 en funcio´n de la variable espacial x, para una base variacional de M = 223
Cap´ıtulo 5
Efectos de impurezas en sistemas
de esferas r´ıgidas en trampas
armo´nicas
5.1. Impurezas en sistemas de dos part´ıculas
Un sistema de dos part´ıculas en un potencial armo´nico en el que las part´ıculas no
tienen ni el mismo taman˜o ni la misma masa, puede modelarse con el Hamiltoniano
H = −1
2
d2
dx21
+
1
2
x21 −
1
2
1
m
d2
dx22
+
1
2
mx22 + w(x2 − x1), (5.1)
y el potencial de esferas r´ıgidas w dado por
w(x1, x2) =
∞ si x2 − x1 ≤ b˜0 si x2 − x1 > b˜ , (5.2)
en donde xi indica la posicio´n de la part´ıcula i, con i = 1, 2, y b˜ = r1+r2 es la suma de los
radios de ambas part´ıculas. Tomamos, sin pe´rdida de generalidad, x2 > x1. Nuevamente
tomamos un sistema de unidades donde ~ = 1, ω = 1 para ambas part´ıculas y las masas
de la part´ıculas queda definida por m1 = 1 y m2 = m, o equivalentemente, mediante
el reescaleo de las variables xi → xi√ ~
m1w
. La energ´ıa queda definida entonces tambie´n
mediante un reescaleo E → E~w .
46
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Si realizamos el mismo ana´lisis hecho en el cap´ıtulo 2, el Hamiltoniano con una
impureza resulta soluble con un simple reescaleo del cambio de variable (2.20) utilizado:
u =
x1 +mx2√
1 +m
,
v =
x2 − x1√
1 +m
.
(5.3)
Con este cambio de variable, el Hamiltoniano se convierte en
H = −1
2
d2
du2
+
1
2
u2 − 1
2
d2
dv2
+
1
2
v2, (5.4)
y la condicio´n de contorno en
w(v) =
∞ si v ≤ b0 si v > b. , (5.5)
donde ahora b =
√
m+1
m b˜. Con este cambio de variables, el Hamiltoniano y la condicio´n
de contorno resultan ide´nticas al problema de dos part´ıculas planteado en el cap´ıtulo
dos, y la solucio´n estara´ dada por (2.23)
5.2. Impurezas en sistemas de tres part´ıculas
Supongamos que tenemos un sistema de tres part´ıculas, con dos de ellas ide´nticas
entre s´ı, y una impureza, esto es, una part´ıcula de distinta masa y taman˜o, atrapadas en
el mismo potencial armo´nico e interactuando mediante un potencial de esferas r´ıgidas.
Nuevamente tomamos un sistema de unidades donde ~ = 1, ω = 1 para todas las
part´ıculas y las masas de la part´ıculas queda definida por mi = 1, excepto la impureza,
cuya masa queda definida por mj = m.
5.2.1. Caso donde la impureza se encuentra en un extremo
En primer lugar, realizamos la descripcio´n del sistema en el caso x1 < x2 < x3,
donde la part´ıcula 3 es la impureza. Esto es, las part´ıculas cuyas posiciones quedan
definidas por x1 y x2 tienen masas que definimos en nuestro sistema de unidades como
m1 = 1 y m2 = 1, y radio r = b, mientras que la part´ıcula cuya posicio´n esta´ marcada
por x3 posee m3 = m y radio r = d. El Hamiltoniano del sistema es entonces
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H = −1
2
d2
dx21
+
1
2
x21 −
1
2
d2
dx22
+
1
2
x22 −
1
2
1
m
d2
dx23
+
1
2
mx23 + w(x1, x2, x3), (5.6)
donde
w(x1, x2, x3) =

∞ si x2 − x1 ≤ b
∞ si x3 − x2 ≤ R = b+d2
0 en cualquier otro caso
(5.7)
Realizamos el cambio de variable
x =
x2 − x1 − b
4
√
2 +m
,
y =
x3 − x2 −R
4
√
2 +m
,
z =
x1 + x2 +mx3√
2 +m
,
(5.8)
donde vemos que si tomamos m = 1 recuperamos el caso (3.20). Con estas variables, el
Hamiltoniano ahora resulta
H = HZ +HX +HY +HXY + C. (5.9)
con
HZ = −1
2
d2
dz2
+
1
2
z2,
HX = − 1√
2 +m
d2
dx2
+
1 +m
2
√
2 +m
x2 +
b+m(b+R)
(2 +m)
3
4
x,
HY = − 1 +m
2m
√
2 +m
d2
dy2
+
m√
2 +m
y2 +
m(b+ 2R)
(2 +m)
3
4
y,
HXY =
1√
2 +m
d2
dxdy
+
m√
2 +m
xy,
C =
(1 +m)b2 + 2mR(b+R)
2(2 +m)
.
(5.10)
Buscamos las soluciones de
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HΨ = EΨ, (5.11)
donde planteamos la solucio´n a variables separadas
Ψ = ψX,Y ψZ ,
HZψZ = ZψZ ,
HXY ψXY = XY ψXY .
(5.12)
La energ´ıa E queda entonces definida por E = X + XY + C.
El Hamiltoniano HZ correspondiente a la coordenada de centro de masa se corres-
ponde al un oscilador armo´nico cano´nico (2.1) cuyas soluciones son las ya conocidas
(2.2), con lo que
ψZ = Cne
−z2/2Hn(z),
Z = nZ +
1
2
,
(5.13)
donde Cn =
1
2nn!
(
1
pi )
1
4 .
Al igual que en el caso de tres part´ıculas ide´nticas, el reto esta´ en resolver HXY .
Definimos entonces las variables
x˜ =
(1 +m
2
) 1
4
x,
y˜ =
( 2m2
1 +m
) 1
4
y,
(5.14)
que nos permiten reescribir los Hamiltonianos HX y HY en te´rminos de los Hamiltonia-
nos cano´nicos de un oscilador armo´nico
HX =
√
2(1 +m)
2 +m
(
− 1
2
d2
dx˜2
+
1
2
x˜2
)
+
b+m(b+R)2
1
4
(2 +m)
3
4 (1 +m)
1
4
x˜,
HY =
√
2(1 +m)
2 +m
(
− 1
2
d2
dy˜2
+
1
2
y˜2
)
+
m(b+ 2R)(1 +m)
1
4
(2 +m)
3
4 21/4(1 +m)
1
4
y˜,
HXY =
√
m
2 +m
( d2
dx˜dy˜
+ x˜y˜
)
,
(5.15)
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Al igual que en el caso de 3 part´ıculas, reescribimos este Hamiltoniano en te´rminos
de los operadores creacio´n, aniquilacio´n y el operador nu´mero, lo cual simplifica el ca´lculo
de los elementos de matriz de H
HX =
√
2(1 +m)
2 +m
(
nx˜ +
1
2
)
+
b+m(b+R)
(2 +m)
3
4 (2 + 2m)
1
4
(ax˜ + a
†
x˜),
HY =
√
2(1 +m)
2 +m
(
ny˜ +
1
2
)
+
m(b+ 2R)(1 +m)
1
4
(2 +m)
3
4 23/4m1/2
(ay˜ + a
†
y˜),
HXY =
√
m
2 +m
(
ax˜ay˜ + a
†
x˜a
†
y˜
)
,
(5.16)
5.2.1.1. Autovalores
Utilizando el me´todo de Rayleigh-Ritz, calculamos los autovalores del sistema. Los
autovalores ma´s bajos del mismo se encuentran graficados en la figura (5.1)
Figura 5.1: Autovalores mas bajos del sistema con una impureza en un extremo, con
a = d = 1 y una base variacional de K = 30 polinomios de Hermite de una part´ıcula.
Vemos que cuando m→ 0 los autovalores del sistema tienden a degenerarse. Esto se
debe a que el caso m = 0 se corresponde al caso de dos part´ıculas. Una tercera part´ıcula
introduce nuevos grados de libertad, y separa las l´ıneas del espectro energe´tico.
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El caso m → ∞ se corresponde a una pared de potencial impenetrable en x = 0.
En este caso, existe una degeneracio´n de las energ´ıas que resulta de que tanto los estados
pares como impares poseen un nodo en x = 0 en este l´ımite, y tienen, por lo tanto, la
misma energ´ıa asociada.
5.2.1.2. Densidad de probabilidad del sistema
En las figuras (5.2) y (5.3) podemos ver la densidad de probabilidad del estado
fundamental del sistema, dependientes de la masa m, que nos indica la masa de la
part´ıcula de un extremo del sistema, para una base variacional de 30 polinomios de
Hermite de una part´ıcula. Definimos ρ(x) de la misma manera que en 3.41
Figura 5.2: Densidad de probabilidad de sistemas con tres part´ıculas, con una impu-
reza de masa m ≥ 1 en un extremo, y dia´metros b = d ≥ 1 en funcio´n de la variable
espacial x, para una base variacional de K = 30 polinomios de Hermite de una part´ıcula.
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Figura 5.3: Densidad de probabilidad de sistemas con tres part´ıculas, con una impu-
reza de masa m ≤ 1 en un extremo, y dia´metros b = d ≥ 1 en funcio´n de la variable
espacial x, para una base variacional de K = 30 polinomios de Hermite de una part´ıcula.
Podemos ver en la figura (5.2) que si la masa de la impureza es m ≥ 1, entonces la
misma se encuentra ma´s localizada, y tiende a formar una pared de potencial en x = 0.
En la figura (5.3) podemos ver que si la masa de la impureza es m ≤ 1, la misma tiende
a deslocalizarse.
5.2.2. Caso donde la impureza se encuentra en el medio
Ahora, realizamos la descripcio´n del sistema en el caso x1 < x2 < x3, donde la
part´ıcula 2 es la impureza. Esto es, las part´ıculas cuyas posiciones quedan definidas por
x1 y x3 tienen masas que definimos en nuestro sistema de unidades como m1 = 1 y
m3 = 1, y radio r = b, mientras que la part´ıcula cuya posicio´n esta´ marcada por x2
posee m2 = m y radio r = d. El Hamiltoniano del sistema es entonces
H = −1
2
d2
dx21
+
1
2
x21 −
1
2
d2
dx22
+
1
2
x22 −
1
2
1
m
d2
dx23
+
1
2
mx23 + w(x1, x2, x3), (5.17)
donde
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w(x1, x2, x3) =

∞ si x2 − x1 ≤ R = b+d2
∞ si x3 − x2 ≤ R = b+d2
0 en cualquier otro caso
(5.18)
Realizamos el cambio de variable
x =
x2 − x1 −R
4
√
2 +m
,
y =
x3 − x2 −R
4
√
2 +m
,
z =
x1 +mx2 + x3√
2 +m
,
(5.19)
y obtenemos, de la misma manera que en la seccio´n 5.2.1,
HZ = −1
2
d2
dz2
+
1
2
z2,
HX = − 1 +m
2m
√
2 +m
d2
dx2
+
1 +m
2
√
2 +m
x2 + (2 +m)
1
4Rx,
HY = − 1 +m
2m
√
2 +m
d2
dy2
+
1 +m
2
√
2 +m
y2 + (2 +m)
1
4Ry,
HXY =
1
m
√
2 +m
d2
dxdy
+
1√
2 +m
xy,
C = R2.
(5.20)
Hacemos el cambio
x˜ =4
√
mx,
y˜ =4
√
my,
(5.21)
obtenemos los Hamiltonianos HX y HY en te´rminos de los Hamiltonianos cano´nicos de
un oscilador armo´nico
HX =
1 +m√
2 +m
(
−1
2
d2
dx˜2
+
1
2
x˜2
)
+
(
2 +m
m
) 1
4
Rx˜,
HY =
1 +m√
2 +m
(
−1
2
d2
dy˜2
+
1
2
y˜2
)
+
(
2 +m
m
) 1
4
Ry˜,
HXY =
1√
(2 +m)m
(
d2
dx˜dy˜
+ x˜y˜
)
,
(5.22)
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Finalmente, escribimos este Hamiltoniano en te´rminos de los operadores creacio´n
y aniquilacio´n
HX =
1 +m√
2 +m
(
nx˜ +
1
2
)
+
(
2 +m
4m
) 1
4
R(ax˜ + a
†
x˜),
HY = −1
2
1 +m√
2 +m
(
ny˜ +
1
2
)
+
(
2 +m
2m
) 1
4
R(ay˜ + a
†
y˜),
HXY =
1√
(2 +m)m
(
ax˜ay˜ + a
†
x˜a
†
y˜
)
,
(5.23)
Este sistema de coordenadas tiene el principal problema de ser una muy mala des-
cripcio´n de sistemas con masas m 1. De hecho, computacionalmente nos encontramos
con problemas cuando m ∼ 0.3. Esto se debe a que los elementos de matriz del Hamilto-
niano divergen cuando m → 0. Sin embargo, podemos obtener algunos resultados para
m ≥ 1
5.2.2.1. Autovalores del sistema
Utilizando el me´todo de Rayleigh-Ritz, calculamos los autovalores del sistema. Los
autovalores mas bajos del mismo se encuentran graficados en la figura. (5.4)
Figura 5.4: Autovalores ma´s bajos del sistema con una impureza en el medio, con
b = d = 1 y una base variacional de 30 polinomios de Hermite de una part´ıcula.
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El caso m → ∞ se corresponde, al igual que en el caso anterior, a una pared de
potencial impenetrable en x = 0. En este caso, existe una degeneracio´n de las energ´ıas
que resulta del nodo en la funcio´n de onda que genera dicha pared. En este caso, tanto
los estados pares como impares de las part´ıculas a cada lado de la barrera impenetrable
poseen un nodo en x = 0, y tienen, por lo tanto, la misma energ´ıa asociada.
Cap´ıtulo 6
Conclusiones y Perspectivas
Durante el trabajo, hemos estudiado sistemas de pocas part´ıculas atrapadas en
trampas armo´nicas, interactuando mediante un potencial de contacto de esferas r´ıgidas.
En primer lugar, hemos realizado una descripcio´n detallada y ordenada, en te´rminos de
las funciones de Hermite, de las soluciones del sistema de dos part´ıculas, el cual es soluble
exactamente. Hemos determinado tambie´n que la indistingibilidad de las part´ıculas no
genera cambios en el espectro de energ´ıas del sistema, debido a la condicio´n de esferas
r´ıgidas y a la correspondencia de fermiones con bosones en este caso, va´lida solo en una
dimensio´n.
En segundo lugar, estudiamos sistemas de tres part´ıculas atrapadas en un potencial
armo´nico. Para el estudio del sistema de tres part´ıculas hemos utilizado el me´todo va-
riacional de Rayleigh-Ritz. El mismo nos permitio´ encontrar los autovalores del sistema
con un alto grado de precisio´n, y mediante cuadraturas gaussianas, pudimos integrar
las funciones de onda obtenidas para graficar la densidad de part´ıculas asociada. El es-
pectro de energ´ıas del Hamiltoniano de las coordenadas relativas del problema de tres
part´ıculas exhibe degeneraciones para radios nulos, que se rompen al introducir a la des-
cripio´n un para´metro que de cuenta del taman˜o finito de las part´ıculas. Este resultado
es potencialmente medible experimentalmente, en cuyo caso resultar´ıa de utilidad si se
busca manipular sistemas reales de pocas part´ıculas confinadas en una trampa.
Extendimos adema´s la descripcio´n del sistema a un gas de N part´ıculas atrapa-
das en un potencial armo´nico. Debido a la capacidad de ca´lculo de las computadoras
disponibles, el me´todo de Rayleigh-Ritz que utilizamos para encontrar los autovalores
del sistema no entro´ en un re´gimen asinto´tico, y por lo tanto, no pudimos estimar de
forma precisa los autovalores del sistema para N ≥ 4. Esto se debe principalmente a que
el me´todo propuesto presenta un crecimiento exponencial de la base variacional con el
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nu´mero de part´ıculas, y las matrices a diagonalizar son en consecuencia exponencialmen-
te ma´s grandes. Finalmente, analizamos los efectos que una impureza tiene en sistemas
de dos y tres part´ıculas.
Una posible perspectiva del trabajo presente, entre otras, es la de completar esta
descripcio´n y realizar simulaciones nume´ricas para impurezas en gases atrapados en
trampas armo´nicas unidimensionales. Para ello sera´ necesario contar con mayor poder
computacional, ya que las matrices que debemos diagonalizar son demasiado grandes
para poder almacenar en las computadoras con las que contamos actualmente.
Existen muchos aspectos de estos sistemas que restan estudiar, y que constituyen
un gran conjunto de perspectivas futuras como continuacio´n del presente trabajo. En
primer lugar, las part´ıculas han sido planteadas sin spin. El efecto de introducir el spin
para un estudio ma´s detallado del sistema constituye un posible camino futuro para la
continuacio´n de este trabajo. En segundo lugar, para poder estudiar sistemas de 4 o
ma´s part´ıculas debera´n buscarse algoritmos que nos permitan encontrar cotas para los
autovalores que converjan ma´s ra´pido respecto del taman˜o de la base, o que nos permitan
reducir el tamao de la matriz a diagonalizar, ya que con el me´todo utilizado el taman˜o
de la base variacional utilizada crece exponencialmente con el nu´mero de part´ıculas.
Otras perspectivas para continuacio´n del trabajo incluyen extender el formalismo de
impurezas para gases de N part´ıculas, buscar sistemas coordenados que nos permitan una
buena descripcio´n de sistemas con impurezas de masas pequen˜as y finalmente analizar
los efectos de variar simulta´neamente el radio y la masa de las impurezas.
Por u´ltimo, pueden incluirse anarmonicidades de la trampa en la descripcio´n de
los sistemas. Todos estos posibles caminos de estudio tienen como principal objetivo
una descripcio´n ma´s detallada de problema, para eventualmente poder trasladar estos
modelos a sistemas experimentales.
Ape´ndice A
Integrales de polinomios de
Hermite
Durante el trabajo utilizamos el resultado de la integral
〈i|n〉 =
∫ ∞
0
e−x
2
Hi(x)Hn(x)dx, (A.1)
para el ca´lculo de los elementos de matriz de los Hamiltonianos, para poder utilizar el
me´todo de Rayleigh-Ritz. En este Ape´ndice derivamos el resultado de dicha integral.
Para ello usamos las siguientes relaciones de recurrencia que cumplen los polinomios de
Hermite [18]:
Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), (A.2)
∂
∂x
Hn(x) = 2xHn−1(x), (A.3)
∂
∂x
Hn(x) = 2xHn(x)−Hn+1(x), (A.4)
y los resultados ya conocidos [18]
∫ ∞
−∞
e−x
2
H2n(x)dx = 2
nn!
√
pi, (A.5)
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∫ ∞
−∞
e−x
2
Hn(x)Hm(x)dx = 0 si m 6= n, (A.6)
H2n(0) = (−1)n (2n)!
n!
, (A.7)
H2n+1(0) = 0. (A.8)
Adema´s, utilizaremos la siguiente notacio´n
∂
∂x
Hn(x) = H
′
n(x). (A.9)
e
Ii,n =
∫ ∞
0
e−x
2
Hi(x)Hn(x)dx. (A.10)
Lo primero que notamos es que, si n y m son nu´meros naturales, entonces
In,n =
∫ ∞
0
e−x
2
Hn(x)Hn(x)dx
=
1
2
∫ ∞
−∞
e−x
2
Hn(x)Hn(x)dx
= 2n−1n!
√
pi.
(A.11)
Esto se debe a la paridad de los polinomios de Hermite, si n es par, entonces Hn(x) =
Hn(−x), y si n es impar, entonces Hn(x) = −Hn(−x), lo cual genera que H2n(x)e−x
2
sea
una funcio´n par. La integral de toda funcio´n par en el intervalo (−∞,∞) es siempre el
doble que la integral de dicha funcio´n en el intervalo (0,∞). Debido a esta propiedad de
paridad de los polinomios, tambie´n se cumple que
I2n,2m = 0 si n 6= m (A.12)
e
I2n+1,2m+1 = 0 si n 6= m. (A.13)
Ape´ndice A Integrales de polinomios de Hermite 60
As´ı, la u´nica integral de no trivial resulta I2n,2m+1. Vamos a integrar por partes
para encontrar una relacio´n de recurrencia que nos ayude a conocer el valor de la integral
∀n,m. Para ello, usamos las relaciones (A.2) - (A.4).
I2n,2m+1 =
∫ ∞
0
e−x
2
H2n(x)H2m+1(x)dx
= e−x
2H2n+1(x)
2(2n+ 1)
H2m+1(x)
∣∣∣∣∣
∞
0
−
∫ ∞
0
H2n+1(x)
2(2n+ 1)
∂
∂x
(
e−x
2
H2m+1(x)
)
= −
∫ ∞
0
e−x
2H2n+1(x)
2(2n+ 1)
(
H ′2m+1(x)− 2xH2m+1(x)
)
=
∫ ∞
0
e−x
2H2n+1(x)
2(2n+ 1)
H2m+2(x)
=
1
2(2n+ 1)
I2n+1,2m+2.
(A.14)
As´ı, tenemos una relacio´n de recurrencia para la integral
I2n+1,2m+2 = 2(2n+ 1)I2n,2m+1 (A.15)
Supongamos en primer lugar que 2n+ 1 > 2m+ 2. En ese caso, la relacio´n (A.15)
nos lleva a
I2n+1,2m+2 =
22n+1(2n+ 1)!!(2m+ 1)!!
(2m− 2n)!! I0,2m−2n+1, (A.16)
y en el caso 2m+ 2 > 2n+ 1 obtenemos
I2n+1,2m+2 =
22m+2(2n+ 1)!!(2m+ 1)!!
(2n− 2m− 1)!! I0,2n−2m−1. (A.17)
Las integrales que debemos calcular ahora son de la forma I0,2k+1. Veamos esto
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I0,2k+1 =
∫ ∞
0
e−x
2
H2k+1(x)dx
= e−x
2H2k+2(x)
2(2k + 2)
∣∣∣∣∣
∞
0
+
∫ ∞
0
e−x
2
2x
H2k+1(x)
2(2k + 1)
= −H2k+2(0)
2(2k + 2)
+
1
2(2k + 2)
∫ ∞
0
e−x
2
(
2(2k + 2)H2k+1(x) +H2k+3(x)
)
= −H2k+2(0)
2(2k + 2)
+
1
2(2k + 2)
I0,2k+3 + I0,2k+1.
(A.18)
As´ı, obtenemos que
I0,2k+3 = H2k+2(0), (A.19)
o lo que es equivalente
I0,2k+1 = H2k(0) = (−1)k (2k)!
k!
. (A.20)
Podemos entonces escribir el resultado de (A.14) de la siguiente manera
I2n+1,2m+2 =

22n+1(2n+1)!!(2m+1)!!
(2m−2n)!! H2m−2n(0) si 2m+ 2 > 2n+ 1
22m+2(2n+1)!!(2m+1)!!
(2n−2m−1)!! H0,2n−2m−2(0) si 2m+ 2 < 2n+ 1,
(A.21)
de manera que el valor de la integral es
I2n+1,2m+2 =

22n+1(2n+1)!!(2m+1)!!
(2m−2n)!! (−1)2(m−n) (4(m−n))!2(m−n)! si 2m+ 2 > 2n+ 1
22m+2(2n+1)!!(2m+1)!!
(2n−2m−1)!! (−1)2(n−m−1) (4(n−m−1))!(n−m−1)! si 2m+ 2 < 2n+ 1.
(A.22)
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